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Àííîòàöèÿ
àññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîìåõàíèêè î öèðêó-
ëÿöèîííîì òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êâàäðàòíîé êàâåðíå. Ïðåäëîæåí
ýåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà, ïîçâîëèâøèé ïîëó÷èòü ñòà-
öèîíàðíûå êàðòèíû òå÷åíèÿ íà î÷åíü ïîäðîáíûõ (äî 107 óçëîâ) ñåòêàõ, äëÿ áîëüøèõ (äî
105 ) ÷èñåë åéíîëüäñà (Re). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ Re ðåøåíèå çàäà÷è íå åäèí-
ñòâåííî. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèçó îñíîâíîé è îäíîé èç äîïîëíèòåëüíûõ âåòâåé
ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùåéñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ (≈ 14000) ÷èñëàõ åéíîëüäñà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Íàâüå Ñòîêñà, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, êâàäðàòíàÿ êà-
âåðíà, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, íååäèíñòâåííîñòü, óñòîé÷èâîñòü.
Ââåäåíèå
Ñòðóêòóðà äâóìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â êâàäðàòíîé êàâåðíå ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäìåòîì âñåñòîðîííåãî èçó÷åíèÿ â ïîñëåäíèå ñîðîê ëåò. Âðÿä ëè ýòîò
èíòåðåñ ñòîèò îáúÿñíÿòü ëèøü ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ: äîâîëüíî äàâíî èç
èçè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ [1, 2℄ èçâåñòíî, ÷òî äâóìåðíîå òå÷åíèå
â êàâåðíå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïî òðåòüåìó èçìåðåíèþ óæå ïðè óìåðåííûõ ÷èñ-
ëàõ åéíîëüäñà (Re < 1000) . Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ïðîáëåìû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåøåíèÿ äàííîé ìîäåëüíîé çàäà÷è ñîäåðæàò
âàæíåéøèå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû âÿçêèõ òå÷åíèé òàêèå, êàê ñäâèãîâûé ïîòîê,
íàðàñòàþùèå íà ñòåíêàõ ïîãðàíè÷íûå ñëîè, ïåðâè÷íûé, ïðèñîåäèíåííûé è âòî-
ðè÷íûå âèõðè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçíîìàñøòàáíîñòü è ñëîæíîñòü ýòèõ ñòðóêòóð
ïðåäúÿâëÿþò ðàñòóùèå ñ ðîñòîì Re òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó ïðèìåíÿåìûõ ÷èñëåí-
íûõ ñõåì è ðàçìåðíîñòè èñïîëüçóåìûõ ñåòîê. Ïîñëåäíåå äåëàåò çàäà÷ó î ñòàöèîíàð-
íîì öèðêóëÿöèîííîì òå÷åíèè â êàâåðíå êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ
íîâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äàííîé
çàäà÷è ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà ãàðàíòèðóåòñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé Î.À. Ëà-
äûæåíñêîé [3℄. Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ Re
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.
Ê ñîæàëåíèþ, â îãðîìíîé ìàññå ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé çàäà÷å òå÷åíèÿ â
êàâåðíå, âîïðîñ îá îòûñêàíèè íåñêîëüêèõ âåòâåé åå ðåøåíèÿ, íàñêîëüêî íàì èç-
âåñòíî, íå ñòàâèëñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òåñòîâûå ðàñ÷åòû â áîëüøèíñòâå
ðàáîò ïðîâîäèëèñü ïðè íåêðèòè÷íî áîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà (Re < 104) , êî-
ãäà ðàçëè÷íûå ìåòîäû íà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó
æå ðåøåíèþ. Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè ýòàëîííûå ðåçóëüòàòû èà [4℄, èññëåäîâàâøå-
ãî çàäà÷ó î òå÷åíèè â êàâåðíå âïëîòü äî Re = 104 íà ñåòêàõ ñ ìàêñèìàëüíûì
÷èñëîì óçëîâ n = 2572 è îáíàðóæèâøåãî åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ âåòâü ðåøå-
íèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ññûëàòüñÿ íà íåå êàê íà îñíîâíóþ âåòâü. Ëèøü íåáîëüøîå
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÷èñëî àâòîðîâ ðàññìàòðèâàëî áîëåå øèðîêèé äèàïàçîí ÷èñåë åéíîëüäñà. Òàê, Áàð-
ðàãè è Êýðè [5℄, èñïîëüçîâàâ â ñâîèõ ðàñ÷åòàõ âûñîêîòî÷íóþ êîíå÷íîýëåìåíòíóþ
ñõåìó ñ ÷èñëîì óçëîâ n = 2572 , ïðîäîëæèëè îñíîâíóþ âåòâü äî Re = 12500 . Â [6℄
Ýðòóðê ïðîâîäèë ðàñ÷åòû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ
ñ ÷èñëîì óçëîâ n = 6002 . Åìó óäàëîñü ïðîäîëæèòü îñíîâíóþ âåòâü âïëîòü äî Re =
= 20000 . Â ñëåäóþùåé ðàáîòå [7℄ Ýðòóðê ïîäòâåðäèë ñâîè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóÿ
êîìïàêòíóþ ñõåìó âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Îñîáî âûäåëèì ðàáîòû Ñ.À. Èñàåâà ñ ñîàâòîðàìè [8, 9℄, â êîòîðûõ ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî (VP2/3) è óíèâåðñàëüíîãî (FLUENT) ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ ïàêåòîâ àíàëèçèðóåòñÿ òå÷åíèå â êâàäðàòíîé êàâåðíå ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé
ïðè âûñîêèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà. àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñòðóêòóðèðîâàííûõ è
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ñî ñãóùåíèåì ê ñòåíêàì êàâåðíû; ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî óçëîâ ñîñòàâèëî n = 4002 . Â [8℄ àâòîðû èññëåäîâàëè äèàïàçîí Re < 40000 , à
â [9℄ ðàñøèðèëè åãî âïëîòü äî Re = 60000 . Â êàæäîé èç ðàáîò áûëè ïîëó÷åíû
åäèíñòâåííûå âåòâè ðåøåíèÿ. Ïðè Re < 20000 ýòè äâå âåòâè ñîâïàäàþò êàê äðóã
ñ äðóãîì, òàê è ñ îñíîâíîé âåòâüþ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ñ ðîñòîì ÷èñëà Re,
îäíàêî, íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå âåòâåé. Îíî âûðàæàåòñÿ, íàïðèìåð, â
äåòàëÿõ êàðòèí òå÷åíèÿ â ïðàâîì íèæíåì óãëó êàâåðíû (ðèñ. 4ê [8℄ è ðèñ. 8å [9℄) è
â ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíå óíêöèè òîêà (ðèñ. 3 [8℄ è òàáë. 2 [9℄) ïðè Re = 40000 .
Óïîìÿíóòûå ðàçëè÷èÿ âñå æå íå ñòîëü âåëèêè, ÷òîáû èõ îïðåäåëåííî íåëüçÿ áûëî
ñïèñàòü íà ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòîâ. Âèäèìî, ïî ýòîé ïðè÷èíå àâòîðû íå àêöåíòèðó-
þò íà ýòîì âíèìàíèå. Òåì íå ìåíåå âîïðîñ î òîì, íå íàáëþäàëèñü ëè â [8℄ è [9℄
ðàçëè÷íûå âåòâè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Åñëè ýòî òàê, òî,
íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòî ïåðâîå íàáëþäåíèå òàêîãî ðîäà.
Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå àêòà íååäèíñòâåí-
íîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î öèðêóëÿöèîííîì òå÷åíèè â êàâåðíå ñ ïî-
äâèæíîé ãðàíèöåé. Óêàçàííàÿ öåëü òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ïðè áîëüøèõ (äåñÿòêè òûñÿ÷) ÷èñëàõ åéíîëüäñà. Ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå âûñîêîýåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà. Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ,
îïèðàþùåãîñÿ íà ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, íåäîïóñòèìî â ñèëó ìàëîé ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè è, ÷òî áîëåå âàæíî, íåóñòîé÷èâîñòè èñêîìûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-
øåíèé. ×èñëåííàÿ ñõåìà äîëæíà îïèðàòüñÿ íà ñòàöèîíàðíóþ îðìóëèðîâêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òàêàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû
Íàâüå Ñòîêñà ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè â òåðìèíàõ ñêîðîñòü  äàâëåíèå ïðåä-
ñòàâëåíà â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ ñòàòüè. Âûñîêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, òî÷íîñòü è
óñòîé÷èâîñòü ýòîé ñõåìû îáåñïå÷èâàþòñÿ äâóìÿ àêòîðàìè. Âî-ïåðâûõ, ñïåöèàëü-
íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü äèàãîíàëü-
íîå ïðåîáëàäàíèå ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íà êàæäîì èòåðàöèîííîì
øàãå, îäíîâðåìåííî îáåñïå÷èâàÿ âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ñõåìû. Âî-âòîðûõ, èñ-
ïîëüçîâàíèå îäíîãî öèêëà ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ
ëèíåéíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê æåëàåìîìó êîìïðîìèññó ìåæäó íåîáõîäèìîé
òî÷íîñòüþ è ñêîðîñòüþ âû÷èñëåíèé.
Èñïîëüçîâàíèå â ðàçäåëå 3 ðàçðàáîòàííîé ÷èñëåííîé ñõåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ
îñíîâíîé âåòâè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëèëî ïðîâåñòè ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàñ-
÷åòû äëÿ Re < 80000 íà î÷åíü ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ñ ÷èñëîì óçëîâ äî n = 40962 .
Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ
ïîäòâåðäèëè âûñîêóþ òî÷íîñòü è ýåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ñõåìû. Äàëåå, â
ðàçäåëå 4 ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà ïîèñêà îáíàðóæèâàþòñÿ íåñêîëü-
êî äðóãèõ âåòâåé ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
àíàëèçó âåòâè, ïîÿâëÿþùåéñÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ (Re ≈ 14000) ÷èñëàõ åéíîëüäñà.
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èñ. 1. àçíåñåííîå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ. Æèðíîé ëèíèåé âûäåëåí áëîê ñåòêè, â òî÷êàõ ×
îïðåäåëåíî äàâëåíèå, â ◦ è •  ñêîðîñòè u è v ñîîòâåòñòâåííî
1. Ïîñòàíîâêà è äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è
Ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà, îïèñûâàþùàÿ äâóõìåðíîå
óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç
u , v , p ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòû áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè è
áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå, çàïèøåì åå â âèäå
uux + vuy + px − Re
−1∆u = 0,
uvx + vvy + py − Re
−1∆v = 0,
ux + vy = 0.
(1)
Îáëàñòüþ òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíàÿ êàâåðíà Ω = [0, 1]×[0, 1] ñ ãðàíèöåé ∂Ω , ñî-
ñòîÿùåé èç òâåðäûõ ñòåíîê, âåðõíÿÿ èç êîòîðûõ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
u = 1 . Íà ãðàíèöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ:
∂Ωx : y = 1 : u = 1, v = 0;
∂Ωx : y = 0 : u = 0, v = 0;
∂Ωy : x = 0, 1 : u = 0, v = 0.
(2)
Äëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è (1), (2) â îáëàñòè Ω ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ
øàãîì h = n−1 . Èñïîëüçóåòñÿ ðàçíåñåííîå ðàñïîëîæåíèå óçëîâ, êîãäà äèñêðåòíûå
çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñåòêè, à äèñêðåòíûå ñîñòàâëÿþ-
ùèå ñêîðîñòè  íà åå áîêîâûõ ãðàíÿõ (ðèñ. 1). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà ∂Ω ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû íîðìàëüíûå ê ãðàíèöå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðî-
ñòè. Ïðè ýòîì âñå óçëû, â êîòîðûõ îïðåäåëåíî äàâëåíèå, ëåæàò âíóòðè ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè.
Ïðè ðàçíåñåííîì ðàñïîëîæåíèè óçëîâ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
ïðîâîäèòñÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê. Ïðîèçâîäíûå â òðåòüåì èç óðàâíåíèé (1) àïïðîêñèìè-
ðóþòñÿ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè. Èñïîëüçóÿ äëÿ
íèõ îáîçíà÷åíèÿ (∂x)
(c)
h , (∂y)
(c)
h , çàïèøåì äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-
íîñòè â âèäå
(∂x)
(c)
h uh + (∂y)
(c)
h vh = 0. (3)
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Äèñêðåòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ çàïèñûâàþò-
ñÿ â òî÷êàõ, ïîìå÷åííûõ íà ðèñ. 1 ñèìâîëàìè ◦ è • (◦ -óçëû è • -óçëû). Äëÿ äèñ-
êðåòèçàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âÿçêèõ ñëàãàåìûõ, ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ è
êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ äèñêðåòèçàöèÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà è öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè:
uh (∂x)
(c)
h uh + vh (∂y)
(c)
h uh − Re
−1∆huh + (∂x)
(c)
h ph = 0,
uh (∂x)
(c)
h vh + vh (∂y)
(c)
h vh − Re
−1∆hvh + (∂y)
(c)
h ph = 0.
(4)
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü vh â ïåðâîì èç óðàâíåíèé (4)
äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â ◦ -óçëàõ, â òî âðåìÿ êàê îíà èçâåñòíà ëèøü â ñîñåäíèõ
• -óçëàõ. Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ O
(
h2
)
â ◦ -óçëå ïðèìåíÿåòñÿ îñðåäíåíèå
â ïðåäåëàõ îäíîé ÿ÷åéêè ïî ÷åòûðåì áëèæàéøèì • -óçëàì. Àíàëîãè÷íàÿ èíòåðïî-
ëÿöèÿ äëÿ uh èñïîëüçóåòñÿ è âî âòîðîì èç óðàâíåíèé (4).
Íà êàæäîé èç ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äâà ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿ (2). Îäíî èç íèõ  ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè  óäîâëåòâîðÿåòñÿ òî÷íî. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âòîðîãî  ðàâåíñòâà
íóëþ òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè  èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Òîìà [13℄, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî [14℄, ñîãëàñîâàíû ïî òî÷íîñòè O(h2) ñ ïðåäñòàâ-
ëåííîé âûøå äèñêðåòèçàöèåé óðàâíåíèé.
Ñèñòåìà (3), (4), êàê è èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå Ñòîêñà, ñóùåñòâåííî
íåëèíåéíà. Ïîýòîìó äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíî ñêîíñòðó-
èðîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû.
2. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3), (4) ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà
ñ ðåøåíèåì íà êàæäîì øàãå ëèíåéíîé çàäà÷è. Òàê êàê íåëèíåéíîñòü ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû çàêëþ÷åíà â êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíàõ óðàâíåíèé (4), òî ïðîáëåìà
çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñïîñîáà èõ ëèíåàðèçàöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè åå ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
(
u0h (∂x)
(up)
h uh + v
0
h (∂y)
(up)
h uh
)
− Re
−1∆huh + (∂x)
(c)
h ph =
=
(
u0h (∂x)
(up)
h u
0
h + v
0
h (∂y)
(up)
h u
0
h
)
−
(
u0h (∂x)
(c)
h u
0
h + v
0
h (∂y)
(c)
h u
0
h
)
,
(
u0h (∂x)
(up)
h vh + v
0
h (∂y)
(up)
h vh
)
− Re
−1∆hvh + (∂y)
(c)
h ph =
=
(
u0h (∂x)
(up)
h v
0
h + v
0
h (∂y)
(up)
h v
0
h
)
−
(
u0h (∂x)
(c)
h v
0
h + v
0
h (∂y)
(c)
h v
0
h
)
.
(5)
Çäåñü âåðõíèìè èíäåêñàìè ¾0¿ îòìå÷åíû ïåðåìåííûå, èçâåñòíûå ñ ïðåäûäóùåé
èòåðàöèè, ïåðåìåííûå áåç èíäåêñîâ îòíîñÿòñÿ ê òåêóùåé èòåðàöèè. Âåðõíèé èí-
äåêñ ¾up¿ óêàçûâàåò íà èñïîëüçîâàíèå íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé ïðè âû÷èñëåíèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèìåíåíèå íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé
â (5) îáåñïå÷èâàåò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé.
Èñïîëüçóåìàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
Øàã 0. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (u0, v0, p0) .
Øàã 1. åøàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à âèäà
L(un+1/2, vn+1/2, pn+1;Re) = f,
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ãäå L  ìàòðèöà êîýèöèåíòîâ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (3), (5),
(un+1/2, vn+1/2, pn+1 )  âåêòîð íåèçâåñòíûõ, f  âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé (5) è ïîäñ÷èòûâàåìûé ïî un, vn .
Øàã 2. Âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñêîðîñòåé ïî îðìóëàì
un+1 = σun+1/2 + (1− σ)un, vn+1 = σvn+1/2 + (1 − σ)vn,
ãäå σ  êîýèöèåíò ðåëàêñàöèè (0 < σ < 1) ;
Øàã 3. àññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå íåâÿçêè â óðàâíåíèÿõ (3), (4). Åñëè íîðìà íå-
âÿçêè r áîëüøå íàïåðåä çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ε0, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä
ê øàãó 1.
Íàèáîëåå òðóäîåìêèì øàãîì äàííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3), (5). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî åãî íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü íà êàæäîé
èòåðàöèè, ýåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü ïîä
ñîìíåíèå. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà äîñòàòî÷íî íàéòè ëèøü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è. Îíî ñòðî-
èòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé èòåðàöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà [15℄.
Êîíêðåòèçèðóåì áàçîâûå îïåðàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ
èñïîëüçîâàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ ¾áëî÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ¿ [15℄, êîãäà íà êàæäîì ðå-
ëàêñàöèîííîì øàãå ìîäèèöèðóþòñÿ 5 óçëîâûõ çíà÷åíèé, âõîäÿùèõ â äàííûé áëîê
ñåòêè: äàâëåíèå â öåíòðå è ÷åòûðå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íà ãðàíÿõ áëîêà. Äëÿ ýòî-
ãî ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïÿòè óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ìîäèèöèðóåìûìè
çíà÷åíèÿìè. Ïðè ïðîõîäå ïî âñåì áëîêàì, î÷åâèäíî, êàæäàÿ äèñêðåòíàÿ êîìïî-
íåíòà ñêîðîñòè îáíîâëÿåòñÿ äâàæäû, à äèñêðåòíûå äàâëåíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê 
ïî îäíîìó ðàçó. åëàêñàöèîííûé êîýèöèåíò ñãëàæèâàòåëÿ ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì
0.75, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè îïòèìàëüíûì âûáîðîì ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
Ñòîêñà [15℄. Îïåðàöèÿ ñóæåíèÿ, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïåðåíîñà íåâÿçêè ñ òî÷íîé íà
ãðóáóþ ñåòêó, ïðîâîäèëàñü ïî åñòåñòâåííûì øàáëîíàì:
ru2h =
1
8

 1 2 1◦
1 2 1

 ruh , rv2h = 18

 1 12 • 2
1 1

 rvh, rp2h = 14

 1 1×
1 1

 rph.
Çäåñü èíäåêñû u, v, p óêàçûâàþò íà óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ìàññû,
çàïèñàííûå â òî÷êàõ ◦, •, × ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñóæàëèñü
êîýèöèåíòû u0h, v
0
h â óðàâíåíèè (5). Îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ïðîäîëæåíèÿ ñ ãðóáîé
ñåòêè íà òî÷íóþ ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè.
Ïîìèìî áàçîâûõ îïåðàöèé ìåòîäà íåîáõîäèìî âûáðàòü ñòðóêòóðó ìíîãîñåòî÷-
íîãî öèêëà è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåëàêñàöèé ïðè åãî ïðÿìîì è
îáðàòíîì õîäå. Òåñòèðîâàëèñü äâà íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ öèêëà: V è W (ñì. [15℄).
×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäïî÷òè-
òåëåí W-öèêë. Óæå ïðè íèçêèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîé
ñõåìû ñ V-öèêëîì â ÷åòûðå ðàçà íèæå, ÷åì ó àíàëîãè÷íîé ñõåìû ñ W-öèêëîì, à
ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà ñõåìà ñ V-öèêëîì âîîáùå íå ñõîäèòñÿ ê ñòàöèî-
íàðíîìó ðåøåíèþ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî áîëåå ¾äåøåâûé¿ V-öèêë íå
ïîçâîëÿåò çà îäíó èòåðàöèþ äîáèòüñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷íî-
ìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3), (5).
Ìîäèèêàöèÿ W(1,1) ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà  W-öèêë ñ îäíîé ðåëàêñàöèåé
ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì õîäå  ïîêàçàëà âûñîêóþ ýåêòèâíîñòü â äèàïàçîíå ÷è-
ñåë åéíîëüäñà 0 < Re < 25000 . Çäåñü îíà ñõîäèòñÿ ïî âðåìåíè CPU ïî÷òè âäâîå
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èñ. 2. Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåëàêñà-
öèîííîãî ïàðàìåòðà σ îò Re
èñ. 3. Çàâèñèìîñòü íåâÿçêè r îò ÷èñëà
èòåðàöèé k ïðè Re = 35000
áûñòðåå, ÷åì àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäèèêàöèÿ W(2,2) ñ äâóìÿ ðåëàêñàöèÿìè íà ïðÿ-
ìîì è îáðàòíîì õîäå. Îäíàêî â äèàïàçîíå âûñîêèõ ÷èñåë åéíîëüäñà 30000 < Re <
< 80000 óñòîé÷èâóþ ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ äåìîíñòðèðóåò ëèøü
ñõåìà W(2,2). Èìåííî îíà è âûáèðàëàñü â êà÷åñòâå îñíîâíîé â ïðîâîäèìûõ ðàñ÷å-
òàõ. Îòìåòèì, ÷òî ñìåíà ïîðÿäêà îáõîäà ÿ÷ååê ïðè ïåðâîé è âòîðîé ðåëàêñàöèÿõ â
W(2,2) ìîæåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Íàìè èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ëåêñèêîãðàè÷åñêèé ïîðÿäîê ïðè ïåðâîé ðåëàêñàöèè (ñëåâà íàïðàâî,
ñâåðõó âíèç) è îáðàòíûé (ñâåðõó âíèç, ñëåâà íàïðàâî) ïðè âòîðîé ðåëàêñàöèè.
Âàæíûì ïàðàìåòðîì, îáåñïå÷èâàþùèì ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé èòåðàöè-
îííîé ïðîöåäóðû, ÿâëÿåòñÿ âíåøíèé ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð σ . Åñëè åãî âû-
áðàòü ñëèøêîì ìàëûì, òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñíèçèòñÿ,
åñëè ñëèøêîì áîëüøèì, òî ïðîöåññ ðàçîéäåòñÿ. àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå σ ñëàáî çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñåòêè è îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì
îáðàçîì ÷èñëîì åéíîëüäñà. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî
âíåøíåãî ðåëàêñàöèîííîãî ïàðàìåòðà îò ÷èñëà åéíîëüäñà, ïîñòðîåííàÿ ïî ðå-
çóëüòàòàì ðàñ÷åòà íà ñåòêå 1024 × 1024 . Âåðòèêàëüíûå îòðåçêè íà ýòîì ðèñóíêå
ïîêàçûâàþò òàêîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ σ , â êîòîðîì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îòëè-
÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîé íå áîëåå ÷åì íà 20%. Êàê âèäíî, âûáîð σ â ðàçóìíîì
äèàïàçîíå ñâîåãî èçìåíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íûì.
3. Îñíîâíàÿ âåòâü ðåøåíèÿ
Äëÿ ìàëûõ ÷èñåë åéíîëüäñà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è åäèíñòâåííî, è
ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îïèñàííàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà
ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ. Äëÿ áîëüøèõ Re ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå
äîëæíî íàõîäèòüñÿ â ¾îêðåñòíîñòè¿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Â ðàñ÷åòàõ îñíîâíîé âåò-
âè ýòî äîñòèãàëîñü ìåòîäîì ¾ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé¿, êîãäà ïîëó÷åííîå
äëÿ ìåíüøèõ ÷èñåë åéíîëüäñà ðåøåíèå èñïîëüçîâàëîñü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áoëüøèõ ÷èñåë åéíîëüäñà. Îáû÷íî øàã íàãðóæåíèÿ ñîñòàâëÿë
∆Re = 5000 . Ïðè ïîïàäàíèè â ¾îêðåñòíîñòü¿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îò êîíêðåòíîãî
âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñåëà. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâà-
íî íà ðèñ. 3, ãäå ïðåäñòàâëåíà èñòîðèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íà ñåòêå
1024×1024 ïðè Re = 35000 . Êðèâûå 13 íà ýòîì ðèñóíêå îòâå÷àþò ¾íàãðóæåíèþ¿
ñ ∆Re = 15000, 10000, 5000, à íîðìà íåâÿçêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ èç
òðåõ ïîòî÷å÷íûõ íåâÿçîê â óðàâíåíèÿõ (3), (5).
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èñ. 4. Ïðîèëè ñêîðîñòåé â ñðåäíèõ ñå÷åíèÿõ êàâåðíû. Êðèâûå ñëåâà îòâå÷àþò çíà÷åíè-
ÿì Re = 1000, 5000, 50000 . Îñü àáñöèññ: x è (u+1)/2 ; îñü îðäèíàò: y è (v+1)/2 . Êðèâûå
ñïðàâà ïîñòðîåíû äëÿ Re = 50000 íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ
Òàáë. 1
×èñëî èòåðàöèé è âðåìÿ ðàñ÷åòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîé ñõåìû ñ îïòèìàëüíûì
âûáîðîì ïàðàìåòðîâ
Re σ
×èñëî èòåðàöèé
n = 512 n = 1024 n = 2048 n = 4096
5000 0.9 89 68 59 59
20000 0.8 399 274 240 245
50000 0.55 1094 700 523 479
80000 0.4 2650 1575 1255 1030
Âðåìÿ 1-é èòåðàöèè, ñ 0.61 2.6 12 74
Ýåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ìîæíî îöåíèòü ïî äàííûì òàáë. 3. äëÿ îäíîãî øàãà íàãðóæåíèÿ ñ ∆Re = 5000 .
àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî äîñòèæåíèÿ íåâÿçêîé âåëè÷èíû 10−9 íà ñòàíäàðòíîì ïåð-
ñîíàëüíîì êîìïüþòåðå íà áàçå ïðîöåññîðà Core(TM)2 Duo Proessor E6550. Êàê è
ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñ ðîñòîì Re ÷èñëî èòåðàöèé è âðåìÿ ðàñ÷åòà ðàñòåò. Òåì íå
ìåíåå âðåìÿ ñ÷åòà îñòàåòñÿ ïðèåìëåìûì äàæå äëÿ ïðåäåëüíî áîëüøèõ ÷èñåë Re ∼
∼ 105 . Ýòî ïîçâîëÿåò ýåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà
â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷èñåë åéíîëüäñà.
Ïîä÷åðêíåì ïðèíöèïèàëüíóþ âàæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ ïîäðîáíûõ
ñåòîê. Îíè äîëæíû ïîçâîëÿòü ðàçðåøàòü òîíêèå ïîãðàíè÷íûå ñëîè íà ñòåíêàõ
êàâåðíû è ìàëûå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû òå÷åíèÿ â åå óãëàõ. Èñïîëüçîâàíèå ¾ãðó-
áûõ¿ ñåòîê (n = 128, 256) ïðèâîäèò ïðè áîëüøèõ Re ê ðàñõîäèìîñòè èñïîëüçóåìîé
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû. Â òî æå âðåìÿ íà áîëåå ïîäðîáíûõ ñåòêàõ èòåðàöèîí-
íàÿ ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ çà ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé (ñì. òàáë. 1). Íà ðèñ. 4 ïî-
êàçàíû âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â ñðåäíåì ãîðèçîíòàëüíîì ñå÷åíèè è
ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà â ñðåäíåì âåðòèêàëüíîì ñå÷åíèè êàâåðíû. Âèäíî, ÷òî
ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà íà ñòåíêàõ êàâåðíû îðìèðóþòñÿ î÷åíü òîíêèå
ïîãðàíè÷íûå ñëîè, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, âïîëíå ðàçðåøàþòñÿ íà ñåòêàõ èñïîëü-
çîâàííûõ â ðàñ÷åòàõ .
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
èñ. 5. Ýâîëþöèÿ êàðòèíû òå÷åíèÿ â êàâåðíå ñ ðîñòîì ÷èñëà åéíîëüäñà: a  Re = 1000 ,
b  Re = 5000 ,   Re = 10000 , d  Re = 20000 , e  Re = 40000 , f  Re = 80000
Íàáëþäàåìóþ â êàâåðíå êàðòèíó òå÷åíèÿ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñ ïîìîùüþ ëè-
íèé òîêà. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë åéíîëüäñà îíè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. èäðîäè-
íàìè÷åñêèé àíàëèç ïðåäñòàâëåííîé íà ýòîì ðèñóíêå ýâîëþöèè êàðòèíû öèðêóëÿ-
öèîííîãî òå÷åíèÿ â êàâåðíå íåîäíîêðàòíî ïðîâîäèëñÿ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè (ñì.,
íàïðèìåð, ðàáîòó [9℄ è öèòèðîâàííóþ â íåé ëèòåðàòóðó). Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà ýòîì àíàëèçå ïîäðîáíî, òåì áîëåå, ÷òî íàøè íàáëþäåíèÿ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå
âûâîäû âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñî ñäåëàííûìè â [9℄. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî óêàçàííûå â [9℄
äëÿ Re ≈ 60000 òåíäåíöèè ýâîëþöèè êàðòèíû òå÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè äàëü-
íåéøåì ðîñòå ÷èñëà åéíîëüäñà. Îñíîâíàÿ èç íèõ ñîñòîèò â ðàñòÿæåíèè óãëîâûõ
âòîðè÷íûõ âèõðåé, èõ ïåðåæàòèè è îáðàçîâàíèÿ íà èõ ìåñòå êàñêàäà ìåëêîìàñ-
øòàáíûõ âèõðåâûõ ÿäåð.
Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ýêñòðåìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííûõ ðå-
øåíèé ïðè Re > 20000 . Ïîìèìî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ óíêöèè òîêà ψmax 
âåëè÷èíû, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ ìîùíîñòè ïåðâè÷íîãî âèõðÿ,
â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû òàêæå ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òå÷åíèÿ
K =
1
2
∫
Ω
(u2 + v2) dxdy,
ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ âåðòèêàëüíûå ñêîðîñòè vmax , vmin è ìèíèìàëüíàÿ
ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü umin = minu(0.5, y) â ñðåäíåì ñå÷åíèè êàâåðíû. Àíàëî-
ãè÷íûå òàáëèöû äëÿ Re 6 20000 ïðèâåäåíû â [6, 7, 9℄. Ïîëó÷åííûå íàìè äàííûå
îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ [6, 7℄ íå áîëåå ÷åì â ÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öèðå.
Ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2 ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà íàèáîëåå ïîäðîáíîé èç èñ-
ïîëüçîâàííûõ ñåòîê ñ øàãîì h = 4096−1 . Â ñêîáêàõ ïîêàçàíî, êàê èçìåíÿþòñÿ
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Òàáë. 2
Ýêñòðåìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè áàçîâîãî ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ Re
Re ψmax K vmin vmax umin
2 · 104
0.12212(19)
0.1218
0.04764(9)
−0.7722(34)
−0.7733
0.4773(6)
0.4767
−0.4638(42)
−0.4644
3 · 104 0.12185(96) 0.04750(8) -0.7843(60) 0.4827(32) -0.4637(41)
4 · 104 0.12160(75) 0.04735(47) -0.7924(48) 0.4859(65) -0.4622(8)
5 · 104 0.12138(96) 0.04722(38) -0.7983(8028) 0.4880(8) -0.4603(10)
6 · 104
0.12120(43)
0.1233
0.04710(29)
−0.8028(86)
−0.8287
0.4897(906)
0.5312
−0.4581(91)
−0.5015
7 · 104 0.12103(30) 0.04700(22) -0.8056(134) 0.4909(21) -0.4561(72)
8 · 104 0.12087(120) 0.04691(716) -0.8093(186) 0.4919(33) -0.4540(53)
ïîñëåäíèå çíà÷àùèå öèðû ïðè ïðîâåäåíèè ýêñòðàïîëÿöèè ïî ñõåìå è÷àðäñî-
íà [16℄ íà ñëó÷àé h = 0 . Ñõåìà è÷àðäñîíà îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè èñêîìîé
âåëè÷èíû (íàïðèìåð, ψmax ) â âèäå
ψmax(h) = ψ
0
max + c1h
2 + c2h
4 + · · · .
Âûïîëíÿÿ ðàñ÷åòû íà òðåõ ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, ìîæíî íàéòè êîíñòàíòû c1 , c2 è, ÷òî
ñàìîå âàæíîå, îïðåäåëèòü ïðåäåëüíîå ïðè h → 0 çíà÷åíèå ψ0max . Äàííûå òàáë. 2
ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòîê ñ h = 4096−1 , h = 2048−1 , h = 1024−1 . Àíà-
ëîãè÷íàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ âûïîëíÿëàñü è ïî ñåòêàì ñ h = 2048−1 , h = 1024−1 ,
h = 512−1 . åçóëüòàòû äâóõ ýêñòðàïîëÿöèé îòëè÷àëèñü íå áîëåå ÷åì â ïÿòîé çíà÷à-
ùåé öèðå, ÷òî äîïîëíèòåëüíî ñâèäåòåëüñòâóåò î âûñîêîé òî÷íîñòè ïðîâåäåííûõ
ðàñ÷åòîâ.
Çíàìåíàòåëè â òàáë. 2 ñîîòâåòñòâóþò äàííûì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [9℄. Êàê
âèäíî, ïðè Re = 20000 îíè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ íàøèìè ðàñ÷åòàìè. Îäíàêî ñ
ðîñòîì ÷èñëà åéíîëüäñà íàáëþäàåòñÿ ðàñõîæäåíèå, äîñòèãàþùåå 8% äëÿ vmax
ïðè Re = 60000 . àçëè÷åí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ âåëè÷èíû ψmax ñ ðîñòîì Re: îíà
óáûâàåò â íàøèõ ðàñ÷åòàõ è âîçðàñòàåò ñîãëàñíî [9℄. Îòëè÷íû òàêæå è äåòàëè êàð-
òèíû òå÷åíèÿ â ïðàâîì íèæíåì óãëå êàâåðíû (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 5e è ðèñ. 8e [9℄).
Ýòî, íà íàø âçãëÿä, ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î òîì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå è
â ðàáîòå [9℄ ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå âåòâè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà. Â ýòîé ñâÿçè èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî
â [9℄ èñïîëüçîâàëàñü îòëè÷íàÿ îò íàøåé ñòðàòåãèÿ ðàñ÷åòîâ. Âìåñòî íàãðóæåíèÿ
ïðè èêñèðîâàííîé ñåòêå ïî ÷èñëó åéíîëüäñà ïðîâîäèëîñü íàãðóæåíèå ïî ðàçìå-
ðó ñåòêè ïðè èêñèðîâàííîì Re. Èìåííî ýòîò ïðèåì ìû èñïîëüçóåì â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå íàñòîÿùåé ñòàòüè äëÿ òîãî, ÷òîáû èäåíòèèöèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå âåò-
âè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè
áàçîâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê äâóìåðíûì âîçìóùåíèÿì. Íà
îñíîâå èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îñíîâíàÿ âåòâü
òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü ñ ðîñòîì ÷èñëà åéíîëüäñà â ðåçóëüòàòå áèóðêàöèè
Õîïà ñ ïåðåõîäîì îò ñòàöèîíàðíîãî ê ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó òå÷åíèÿ. Èìåþ-
ùèåñÿ îöåíêè êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà åéíîëüäñà Re
r
ëåæàò â äîñòàòî÷íî øèðîêîì
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äèàïàçîíå 6500 < Re
r
< 9000 . åçóëüòàòû ïîñëåäíèõ ëåò ñóùåñòâåííî ñóæàþò åãî.
Òàê, â ðàáîòå [10℄ íà îñíîâå ìåòîäà Äæåííèíãñà ïîëó÷åíî è ïðÿìûì ÷èñëåííûì ìî-
äåëèðîâàíèåì ïîäòâåðæäåíî çíà÷åíèå Re
r
= 8000 . àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â [11℄ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Àðíîëüäè, äàëè çíà÷åíèå Re
r
= 8030 . Â [12℄ èñïîëüçîâàëñÿ
ìåòîä ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé (POD); êðèòè÷åñêîå ÷èñëî åéíîëüä-
ñà îöåíåíî âåëè÷èíîé Re
r
= 7819 . Íàøè ðàñ÷åòû [17℄, êàê è â [11℄, îïèðàëèñü íà
ìåòîä îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé Àðíîëüäè äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, ðåàëèçîâàí-
íûé â ïàêåòå ARPACK [18℄. Îíè ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå ñ ÷èñëîì óçëîâ n = 5122
è äàëè â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà åéíîëüäñà Re
r
= 8051 . Ïåðè-
îä âîçíèêàþùåãî ïðè Re = Re
r
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îöåíåí íàìè âåëè÷èíîé
T = 2.25 , ÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêîé T = 2.21 , äàííîé â [10℄.
4. Äîïîëíèòåëüíûå âåòâè ðåøåíèÿ
Ïîìèìî îñíîâíîé âåòâè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å î öèðêóëÿöèîííîì òå-
÷åíèè â êàâåðíå ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà (Re & 14000) óäàåòñÿ îáíàðóæèòü
è äðóãèå, äîïîëíèòåëüíûå, âåòâè. Îíè îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåóñòîé÷èâûìè, êàê,
âïðî÷åì, è îñíîâíàÿ âåòâü â ýòîì äèàïàçîíå ÷èñåë Re. Íåóñòîé÷èâîñòü äîïîëíè-
òåëüíûõ âåòâåé äåëàåò èõ ðàñ÷åò òðóäîåìêîé çàäà÷åé. Ê òîìó æå ÷èñëî âåòâåé ðàñ-
òåò ñ ðîñòîì ÷èñëà åéíîëüäñà. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ â ðàñ÷åòàõ
ñåòêîé ñ ÷èñëîì óçëîâ 512×512 è äèàïàçîíîì Re < 20000 , â êîòîðîì èñïîëüçóåìàÿ
ñåòêà ïîçâîëÿåò óâåðåííî ðàçðåøàòü îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû òå÷åíèÿ.
Ïîñòðîåíèå äîïîëíèòåëüíîé âåòâè âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå ïîäçàäà÷è. Ïåðâàÿ èç
íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè îòëè÷íûõ îò îñíîâíîãî ðåøåíèé çàäà÷è ïðè çàäàí-
íîì ÷èñëå åéíîëüäñà. Âòîðàÿ ñîñòîèò â îòñëåæèâàíèè ýâîëþöèè ýòèõ ðåøåíèé âî
âñåì äèàïàçîíå ÷èñåë åéíîëüäñà.
Ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à ðåøàëàñü íà îñíîâå ïðîöåäóðû íàãðóæåíèÿ ïî ðàçìåðó ñåò-
êè ïðè èêñèðîâàííîì ÷èñëå åéíîëüäñà. Âûáèðàëîñü ìàêñèìàëüíîå èç ðàñ÷åòíûõ
÷èñëî Re = 20000 . Èñõîäíûå ñåòêè 64× 64 áûëè ñëèøêîì ãðóáû äëÿ îòîáðàæåíèÿ
ïîëíîé êàðòèíû òå÷åíèÿ. Îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿëî ñ ïîìîùüþ îïè-
ñàííîé â ðàçäåëå 3 èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
ðåëàêñàöèè σ = 10−1 ÷ 10−2 îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íåñêîëüêèì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèÿì çàäà÷è. Íèçêàÿ ïðè
ìàëûõ σ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå ÿâëÿëàñü ëèìèòèðóþùèì àêòîðîì â ñèëó ìàëîé
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Îáíàðóæåííûå ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èíòåðïîëèðîâàëèñü
íà áîëåå ïîäðîáíûå ñåòêè è èòåðàöèîííî óòî÷íÿëèñü íà íèõ. Ïîñòðîåííûå â ðå-
çóëüòàòå äàííîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ íà ïîäðîáíîé ñåòêå îïðåäåëÿþò åäèíè÷íûå
òî÷êè íà äîïîëíèòåëüíûõ âåòâÿõ áèóðêàöèîííîé äèàãðàììû.
åøåíèå âòîðîé ïîäçàäà÷è ïðèçâàíî îáåñïå÷èòü ïðîäâèæåíèå ïî äîïîëíèòåëü-
íûì âåòâÿì ñ èçìåíåíèåì ÷èñëà åéíîëüäñà. Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîä íàãðóæåíèÿ
ïî ÷èñëó åéíîëüäñà, èñïîëüçîâàííûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîé âåòâè, îêàçàëñÿ
â äàííîé ñèòóàöèè ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ äâóìÿ îáñòîÿòåëü-
ñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ñàìà ñõîäèìîñòü ê äîïîëíèòåëüíîìó ðåøåíèþ ÷ðåçâû÷àéíî
÷óâñòâèòåëüíà ê êà÷åñòâó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ
íåïðèåìëåìî ìàëûõ øàãîâ íàãðóæåíèÿ ∆Re. Ïðè óâåëè÷åíèè ∆Re èòåðàöèîííàÿ
ïðîöåäóðà ñõîäèòñÿ ê îñíîâíîé âåòâè ðåøåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ìåòîä íàãðóæåíèÿ ïî
÷èñëó åéíîëüäñà ïðèíöèïèàëüíî íåïðèìåíèì â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèóðêàöèè
Re
b
 ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Re, âïëîòü äî êîòîðîãî ïðîäîëæèìà äîïîëíèòåëü-
íàÿ âåòâü. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ïðè êàæäîì Re ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå ïàðà
áëèçêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåøåíèé.
Îáå óêàçàííûå òðóäíîñòè îáõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà ïðîäîëæå-
íèÿ (pseudo-arlength ontinuation method with seant predition), ïðåäëîæåííîãî
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äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [19℄ è óñïåøíî èñïîëüçîâàííîãî â [20℄ ïðè ïî-
ñòðîåíèè áèóðêàöèîííîé äèàãðàììû çàäà÷è Ýëäåðà. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ïðî-
äâèæåíèå ïî äîïîëíèòåëüíîé âåòâè ðåàëèçóåòñÿ ðåøåíèåì ðàñøèðåííîé ñèñòåìû
äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé (3), (4), â êîòîðîé íàðÿäó ñî ñêîðîñòÿìè u , v è äàâëåíèåì
p íåèçâåñòíûì ñ÷èòàåòñÿ òàêæå ÷èñëî åéíîëüäñà. Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ Rek íà k -ì øàãå ìåòîäà çàïèñûâàåòñÿ êàê
(uk − uk−1, uk−1 − uk−2) + (vk − vk−1, vk−1 − vk−2) = δ, (6)
ãäå ñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, δ  èêñèðîâàííûé ìàëûé ïàðàìåòð.
Äëÿ ðåøåíèÿ ðàñøèðåííîé çàäà÷è (3), (4), (6) èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ìî-
äèèêàöèÿ àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 3.
Øàã 0. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè âû÷èñëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-
íèå (u0k, v
0
k, p
0
k,Re
0
k)
z0k = 2zk−1 − zk−2, z = (u, v, p,Re).
Øàã 1. Ïðîâîäèòñÿ îäíà èòåðàöèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïàðû ëè-
íåéíûõ çàäà÷
L(u
n+1/4
k , v
n+1/4
k , p
n+1/4
k ;Re
n
k ) = f, L(u
n+1/2
k , v
n+1/2
k , p
n+1/2
k ;Re
n
k +∆) = f,
ãäå ñäâèã ÷èñëà åéíîëüäñà ∆  ïàðàìåòð ìåòîäà, ïðèíèìàåìûé â ðàñ÷å-
òàõ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïî íàéäåííîé ïàðå ðåøåíèé ïðèáëèæåííî
âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå u, v, p ïî ÷èñëó åéíîëüäñà, ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèÿ
óêàçàííûõ óíêöèé óòî÷íÿþòñÿ ïî îðìóëàì
u
n+3/4
k = u
n+1/4
k + τ
(
u
n+1/2
k − u
n+1/4
k
)
,
v
n+3/4
k = v
n+1/4
k + τ
(
v
n+1/2
k − v
n+1/4
k
)
,
pn+1k = p
n+1/4
k + τ
(
p
n+1/2
k − p
n+1/4
k
)
,
Re
n+1
k = Re
n
k + τ∆.
Êîíñòàíòà τ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (6):
τ =
δ − (u
n+1/4
k − uk−1, uk−1 − uk−2)− (v
n+1/4
k − vk−1, vk−1 − vk−2)
(u
n+1/2
k − u
n+1/4
k , uk−1 − uk−2) + (v
n+1/2
k − v
n+1/4
k , vk−1 − vk−2)
.
Øàã 2. Âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñêîðîñòåé ïî îðìóëàì
un+1 = σun+3/4 + (1− σ)un, vn+1 = σvn+3/4 + (1 − σ)vn.
Â ðàñ÷åòàõ êîýèöèåíò ðåëàêñàöèè σ ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì 10−1 ÷ 10−2 .
Øàã 3. àññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå íåâÿçêè â óðàâíåíèÿõ (3), (4). Åñëè íîðìà íå-
âÿçêè r áîëüøå íàïåðåä çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ε0 , òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä
ê øàãó 1.
Ïîñòðîåíèå ïîëíîé áèóðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè, îñíîâíîé öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðà-
öèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòëè÷íûõ îò áàçîâîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ â äàëü-
íåéøåì ïðåäñòàâëåíèåì åäèíñòâåííîé äîïîëíèòåëüíîé âåòâè, íà÷èíàþùåéñÿ ïðè
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ÷èñëàõ åéíîëüäñà. Åå îòîáðàæåíèå â ïëîñêîñòè ReS
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èñ. 6. Îñíîâíàÿ (1) è äîïîëíèòåëüíàÿ (2) âåòâè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î öèðêó-
ëÿöèîííîì òå÷åíèè â êâàäðàòíîé êàâåðíå
(a) (b) (c)
èñ. 7. Êàðòèíû òå÷åíèÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíîé âåòâè ðåøåíèÿ. Ìàðêåðû a, b,  ñîîòâåò-
ñòâóþò îòìå÷åííûì òî÷êàì íà áèóðêàöèîííîé äèàãðàììå ðèñ. 6
ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6. ×åðåç S îáîçíà÷åíî ñðåäíåå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà
íèæíåé ñòåíêå êàâåðíû:
S =
1∫
0
∂u
∂y
(0, x) dx.
Äîïîëíèòåëüíàÿ âåòâü îáðàçóåòñÿ ïðè Re = Re
b
≈ 13800 â ðåçóëüòàòå áèóðêàöèè
ñêëàäêè. Îáùàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ íàéäåííîé âåòâè ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 7. Êàê âèäíî, â íèæíåé ÷àñòè êàâåðíû îíà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îñíîâ-
íîé êàðòèíû òå÷åíèÿ (ðèñ. 5). Áûâøèå ðàíåå èçîëèðîâàííûìè, âòîðè÷íûå óãëîâûå
âèõðè ñëèâàþòñÿ çäåñü â åäèíóþ âèõðåâóþ ñèñòåìó, ÷òî õàðàêòåðíî îáû÷íî äëÿ
âûòÿíóòîé ïî âåðòèêàëè ïðÿìîóãîëüíîé êàâåðíû [21℄.
Èññëåäîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé âåòâè íà óñòîé÷èâîñòü ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è
èññëåäîâàíèå îñíîâíîé âåòâè, è ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìàòðèöû. àñ÷åòû ïîêàçûâàþò íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íà ïðîòÿæåíèè
âñåé äîïîëíèòåëüíîé âåòâè abc (ðèñ. 6). Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î åå íåóñòîé÷èâî-
ñòè. Íàèáîëüøåå âåùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, îíî îòðèöà-
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òåëüíî íà äóãå ab , ïîëîæèòåëüíî íà bc è ðàâíî íóëþ â òî÷êå áèóðêàöèè b .
Ýòî ïîçâîëÿåò èäåíòèèöèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ áèóðêàöèþ êàê áèóðêàöèþ
ñêëàäêè.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  08-01-00548-à).
Summary
A.G. Egorov, A.N. Nuriev. Non-uniqueness of a Stationary Visous Flow in the Square
Lid-driven Cavity.
The artile onsiders the lassial benhmark problem in omputational hydromehanis
regarding a visous inompressible ow in a square lid-driven avity. An eetive algorithm for
solving a Navier  Stokes system of equations is proposed, that allows to onstrut stationary
solutions on very detailed grids (up to 107 grid points) for large (up to 105 ) Reynolds
numbers. Non-uniqueness of the stationary solution at large Reynolds numbers is shown.
Speial attention is given to the analysis of the main branh and one of the additional branhes
of the solution, appearing at relatively small (≈ 14000) Reynolds numbers.
Key words: Navier  Stokes equation, stationary solution, lid-driven avity, multigrid,
non-uniqueness, stability.
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